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Zad. 1. Wiadomo, ze sfera S: 22 + y* + (z — 1)®> = 1 nie jest powierzchnig prosta (ptatem po-
wierzchniowym). Wykaz, ze dolna potsfera S™ : 22 + y* + (2 — 1) = 1,2 < 1 jest powierzchnia
prosta.

Wsk. Mozna uzyé parametryzacji wykorzystujacej tzw. rzut stereograficzny (z bieguna pdinoc-
nego sfery prowadzi si¢ proste przecinajace plaszczyzne Oxy. .. ).
Zad. 2. Znajdz pole wersoréw normalnych wzdtuz

(a) powierzchni S : =222 —y? + 22 =1, x > 0;

(b) powierzchni o parametryzacji r(p, z) = (f(z) cos ¢, f(2) sinp, 2), (¢, 2) € [0,27] X [a, b],

f jest funkcja dodatnig i klasy C! na przedziale [a,b] (powierzchnia obrotowa);
(c) powierzchni o parametryzacji r(u,v) = ((a + bcosv) cosu, (a + bcosv) sinu, bsinv),

(u,v) € [0,27] x [0,27], a, b = const., 0 < b < a (torus).

Zad. 3. Wyznacz ptaszczyzne styczng i prosta normalng do

(a) powierzchni S : y = 22 — 2% w punktach, w ktérych plaszczyzna ta jest réwnolegla do

plaszczyzny y + 2z = 0;

(b) powierzchni obrotowej z zadania 2(b) dla f(z) = ¢*~!, w punktach, w ktérych plaszczyzna

ta jest prostopadta do prostej okreslonej warunkami y =0, x + z = 0.
Zad. 4. Wyznacz element powierzchni i oblicz pole
(a) powierzchni S: 2?2+ 3> +2—-2=0, 2z > 1;
(b) powierzchni z zadania 2(b) i 2(c).
Zad. 5. Zalézmy, ze I' jest krzywa plaska, v(t) = (z(t),y(t)) (o < t < ) jej parametryzacja

kawatkami gladka i f jest dodatnig funkcjg klasy C! na pewnym otoczeniu zawierajacym krzywa
I'. Tworzymy powierzchnie

Sir(tu) = (2(t),y(t), uf(z(t),y(t)), a<t<p, 0<u<l
Wykaz, ze powierzchnia S ma pole réwne catce krzywoliniowej niezorientowanej [ f(x,y) ds.

Zad. 6. Oblicz catki powierzchniowe niezorientowane
(a) //S(3z + 62 +4y)dS, gdzie S jest ta czedcig plaszczyzny ¢ + % + % = 1, ktéra zawarta jest w
pierwszym oktancie uktadu wspotrzednych,
b xdS, gdzie S jest ta czedcig sfery 22 + y? + 22 = R?, ktéra zawarta jest w pierwszym
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oktancie uktadu wspotrzednych,
(c) //Sde, gdzie S jest polsferg z = VR% — 22 — 42,

Zad. 7. Oblicz

(a) wspolrzedne $rodka cigzkosci powierzchni catkowitej walca S : 22 +¢y* = 7%, 0 < z < h,
r,h = const. > 0, jesli gesto$¢ powierzchniowa masy jest postaci p(z,y,z) = z.

(b) wspotrzedne érodka cigzkodci czedei stozka a2 + y? = R?2?/H? odcietej plaszezyzng 2 = H,
gdzie R, H = const. >0, p=1.

Zad. 8. Oblicz catke
(a) // xdydz +ydzdx + zdz dy,
S

gdzie S: z =xy, 0 < z,y < 1, a gbrna strona powierzchni S jest dodatnia.



(b) / vy 2 ddy,
S
gdzie S jest gérna powierzchnig dolnej potowy sfery 22 4 y? + 22 = R?,
Zad. 9. Korzystajac ze wzoru Gaussa-Ostrogradskiego, oblicz catki powierzchniowe zorientowa-
ne:
(a) / xzdxdy + xydydz + yzdxdy, gdzie S jest zewnetrzna strona ostrostupa, ograniczonego
S
ptaszczyznami z =0, y =0, 2 =0, xr+y+ 2z =1,
(b) / yz drdy+xzdydz+xydrdy, gdzie S jest zewnetrzna strong powierzchni, lezacej w I oktancie
S
uktadu wspoétrzednych i zlozonej z walca 2%+ y* = R? i ptaszczyzn x = 0, y = 0, 2 = 0, oraz
z=H,
Zad. 10. ~(t) = (cost,sint,sint), 0 < t < 2m, jest parametryzacja krzywej I,
Wyznacz catke / zdx + 2z dy + y* dz
r

(a) bezposrednim rachunkiem;
(b) korzystajac z twierdzenia Stokesa.
Zad. 11. Niech @ bedzie polem wektorowym klasy C*! na pewnym obszarze Q2 C R3. Potencjalem

wektorowym pola @ nazywamy kazde pole wektorowe b takie, ze rot b=a. Moéwimy wowcezas, ze
pole @ ma potencjal wektorowy. Udowodnij, ze

(a) jesli pole @ ma potencjal wektorowy, to diva = 0;

(b*) na odwrét, jesli diva = 0, to dowolny punkt (zo, o, 20) € 2 posiada otoczenie, na ktérym
pole @ ma potencjal wektorowy, przy czym jest on zadany wzorem

g: <Oa /ma?)(xaya 2) dl’,—/mCLQ(ZL‘,y,Z) dl’—f— yafl(xmya 2) dy) ‘I—Vf,

0 xo Yo
gdzie @ = (a1, as,a3) i f jest dowolng funkcja skalarng klasy C2.

Zad. 12. Sprawdz, czy pole

(a) @ = (rz,—yz,y);

(b) @ = (2|z|, |yl|, |z|) posiada potencjal wektorowy i ewentualnie znajdz ten potencjal. Na jakich
obszarach jest to mozliwe?

Zad. 13.* Zdefiniujmy dla funkcji f: R® — R operator Laplace’a Af = f —l— !+ sz i

niech af oznacza pochodng kierunkowa funkcji f w kierunku zewnetrznego Wektora normalnego

do pow1erzchn1 w danym punkcie. Niech V' bedzie obszarem spetniajacym zalozenia twierdzenia

Gaussa—Ostrogradzkiego, S jego brzegiem zorientowanym zewnetrznie i f, g funkcjami klasy C?
na V. Udowodnij wzory catkowe

Il <<Vf,Vg>+gAf>dxdydz=//gafds
// (gAf — fAg) dxdydz—//( o an> 4s:
//VAfda:dydz://S%dS.

Ponadto: Sugeruje przerobi¢ zadania ze skryptu ogoélnouczelnianego dotyczace catek powierzchniowych
oraz twierdzen Gaussa—Ostrogradzkiego i Stokesa.



